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一类混合型三重细分法

黄丙耀，檀结庆
（合肥工业大学数学学院，安徽合肥２３０６０１）

　　摘　要：　文章从几何的视角出发，以四点二重插值细分格式的几何解释为基础，对四点三重插值细分格式的几
何意义进行分析，改造格式使其融合逼近细分，进而得到一类带参数的混合型三重细分格式．诸多已有的插值型细分
和逼近型细分都是该格式的特例，采用生成多项式方法分析了其Ｃｋ连续性．得到了一种新的Ｃ４连续五点三重曲线细
分格式．数值实例表明，利用提出的混合型细分法通过参数的适当选取可以实现对极限曲线的形状控制．
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１　引言
　　细分方法近些年已成为计算机辅助几何设计、计
算机图形学［１］等领域的一项重要研究内容，由于它算

法简单且易于实现，被广泛应用于三维模型的多分辨

率表示、计算机动画、几何造型［２，３］．
细分按照极限曲线是否经过初始控制顶点分成两

类：插值型细分和逼近型细分．插值型细分方便形状控
制，Ｄｙｎ等［４］提出经典的四点插值细分法，给出了几何

解释，并证明了生成的极限曲线是Ｃ１连续的．二重细分
的相关理论被推广到三重细分上．Ｈａｓｓａｎ等［５］构造了

Ｃ２连续四点三重插值细分格式．Ｄｅｓｌａｕｒｉｅｒｓ和 Ｄｕｂｕｃ［６］

利用插值多项式得到２ｎ点 ｂ重细分法．Ｄｅｎｇ等［７］提出

一种统一的插值细分法，对２ｎ点插值细分法通过重复

局部操作来实现．另一方面，逼近型细分可以达到高阶
连续，Ｈａｓｓａｎ等［８］构造了三点三重逼近细分格式，Ｓｉｄ
ｄｉｑｉ等［９］提出了极限曲线可以达到 Ｃ６连续的逼近细分
格式．然而，存在一类带参数的混合型细分格式，通过参
数的不同取值，该细分既可以成为插值型细分又可以

成为逼近型细分．郑红婵等［１０］将单参数的四点插值细

分法扩展为双参数四点二重细分法，既能造型光滑插

值曲线，又能造型光滑逼近曲线．Ｐａｎ等［１１］利用松弛技

术将插值型细分和逼近型细分相结合，构造了一类 Ｃ２

连续的插值与逼近相结合的细分格式．檀结庆等［１２］对

插值细分法引入偏移变量，提出了基于插值细分的逼

近细分法．Ｒｅｈａｎ等［１３］给出了组合型四点三重细分格

式．Ｎｏｖａｒａ等［１４］对组合型四点三重细分 Ｃ２和 Ｃ３收敛
的范围进行了完整的描述．
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本文从几何的角度设计了带参数的混合型三重

细分格式，诸多已有的插值型细分格式和逼近型细分

格式都可以成为该格式的特例．并提出一种新的五点
三重曲线细分格式，证明了其极限曲线可以达到 Ｃ４

连续．

２　预备知识

　　给定初始控制顶点集 Ｐ０＝｛ｐ０ｊ∈ＲＲ
ｄ ｊ∈ＺＺ｝，设 Ｐｋ

＝｛ｐｋｊ∈ＲＲ
ｄ ｊ∈ＺＺ｝为第 ｋ（ｋ≥０，ｋ∈ＺＺ）次细分后的控制

顶点集，则三重细分格式可定义为：

ｐｋ＋１ｉ ＝∑
ｊ∈Ｚ
ａｉ－３ｊｐ

ｋ
ｊ，　ｉ∈ＺＺ

其中ａ＝｛ａｉ ｉ∈ＺＺ｝称为掩模．
若将定义的细分格式记为Ｓ，则Ｓ的生成多项式为

ａ（ｚ）＝∑
ｉ∈Ｚ
ａｉｚ

ｉ．

定理１［１５］　若三重细分格式Ｓ一致收敛，则其掩模
ａ＝｛ａｉ ｉ∈ＺＺ｝满足：

∑
ｉ∈ＺＺ
ａ３ｉ＝∑

ｉ∈ＺＺ
ａ３ｉ＋１ ＝∑

ｉ∈ＺＺ
ａ３ｉ＋２ ＝１ （１）

定理２［５］　若三重细分格式 Ｓ的掩模满足式（１），
则存在一个细分格式Ｓ１（称为Ｓ的一阶差商细分格式）
满足：

ｄＰｋ＝Ｓ１ｄＰ
ｋ－１

其中，Ｐｋ＝ＳｋＰ０，ｄＰｋ＝｛（ｄｐｋ）ｉ＝３
ｋ（ｐｋｉ＋１－ｐ

ｋ
ｉ） ｉ∈ＺＺ｝．

一般地，将 Ｓ的 ｎ阶差商格式记为 Ｓｎ，其掩模为
ａ（ｎ）＝｛ａ（ｎ）ｉ ｉ∈ＺＺ｝，则Ｓｎ的生成多项式为：

ａ（ｎ）（ｚ）＝∑
ｉ∈ＺＺ
ａ（ｎ）ｉ ｚ

ｉ＝ ３ｚ２（１－ｚ）
１－ｚ( )３ ａ（ｚ）

定理３［５］　若三重细分格式Ｓ的掩模ａ＝｛ａｉ ｉ∈ＺＺ｝
及其差商格式 Ｓｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ＋１）的掩模 ａ

（ｊ）＝｛ａ（ｊ）ｉ
ｉ∈ＺＺ｝满足：

∑
ｉ∈ＺＺ
ａ３ｉ＝∑

ｉ∈ＺＺ
ａ３ｉ＋１ ＝∑

ｉ∈ＺＺ
ａ３ｉ＋２ ＝１

∑
ｉ∈ＺＺ
ａ（ｊ）３ｉ ＝∑

ｉ∈ＺＺ
ａ（ｊ）３ｉ＋１ ＝∑

ｉ∈ＺＺ
ａ（ｊ）３ｉ＋２ ＝１，（ｊ＝１，２，…，ｎ{ ）

且存在正整数Ｌ满足 １
３Ｓｎ＋( )１

Ｌ

＜１，则三重细分格式

Ｓ是Ｃｎ连续的，其中：
１
３Ｓｎ＋( )１ Ｌ

!

＝ｍａ{ｘ∑
ｊ∈ＺＺ

ｂ［Ｌ］ｉ－３Ｌｊ ０≤ｉ＜３}Ｌ
ｂ［Ｌ］（ｚ）＝ｂ（ｚ）ｂ（ｚ３）…ｂ（ｚ３

Ｌ－１

），ｂ（ｚ）＝１３ａ
（ｎ＋１）（ｚ）

特别地，当Ｌ＝１时，

　　　 １
３Ｓｎ＋１

!

＝１３ｍａ{ｘ∑
ｉ∈ＺＺ

ａ（ｎ＋１）３ｉ ，

∑
ｉ∈ＺＺ

ａ（ｎ＋１）３ｉ＋１ ，∑
ｉ∈ＺＺ

ａ（ｎ＋１）３ｉ＋ }２ ．

３　混合型三重细分格式的构造

　　Ｄｙｎ等［４］提出四点二重插值细分格式，并给出了几

何解释．随之，Ｈａｓｓａｎ等［５］构造了四点三重插值细分格

式．本节以四点二重插值细分格式的几何解释为基础，对
四点三重插值细分格式的几何意义进行分析，改造格式

使其融合逼近细分，进而得到一类混合型三重细分格式．
３１　四点二重插值细分法的几何解释

文献［４］中提出的四点二重插值细分格式定义
如下．

给定初始控制顶点集 Ｐ０＝｛ｐ０ｊ∈ＲＲ
ｄ ｊ∈ＺＺ｝，设 Ｐｋ

＝｛ｐｋｊ∈ＲＲ
ｄ ｊ∈ＺＺ｝为第 ｋ（ｋ≥０，ｋ∈ＺＺ）次细分后的控制

顶点集，则第ｋ＋１次细分后的控制顶点集 Ｐｋ＋１＝｛ｐｋ＋１ｊ
∈ＲＲｄ ｊ∈ＺＺ｝可递归定义为：

ｐｋ＋１２ｉ ＝ｐ
ｋ
ｉ

ｐｋ＋１２ｉ＋１＝
１
２＋( )ω（ｐｋｉ＋ｐｋｉ＋１）－ω（ｐｋｉ－１＋ｐｋｉ＋２{ ）

（２）

将式（２）改写为：
ｐｋ＋１２ｉ ＝ｐ

ｋ
ｉ

ｐｋ＋１２ｉ＋１＝
１
２（ｐ

ｋ
ｉ＋ｐ

ｋ
ｉ＋１）＋２ (ω １

２（ｐ
ｋ
ｉ＋ｐ

ｋ
ｉ＋１）

　　　－１２（ｐ
ｋ
ｉ－１＋ｐ

ｋ
ｉ＋２ )









 ）

（３）

当ω＝０时，ｐｋ＋１２ｉ＋１是线段ｐ
ｋ
ｉｐ
ｋ
ｉ＋１的中点．当 ω≠０时，

对线段ｐｋｉｐ
ｋ
ｉ＋１中点添加一个偏移量２ωｅ得到ｐ

ｋ＋１
２ｉ＋１，其中，

ｅ是ｐｋｉ－１ｐ
ｋ
ｉ＋２中点到ｐ

ｋ
ｉｐ
ｋ
ｉ＋１中点的向量，如图１所示．可以

看出ω是张量参数，当 ω趋于０时，式（２）生成的极限
曲线向着由控制顶点组成的控制多边形收紧．

３２　四点三重插值细分法的几何意义分析
文献［５］中提出的四点三重插值细分格式定义

如下．
给定初始控制顶点集 Ｐ０＝｛ｐ０ｊ∈ＲＲ

ｄ ｊ∈ＺＺ｝，设 Ｐｋ

＝｛ｐｋｊ∈ＲＲ
ｄ ｊ∈ＺＺ｝为第 ｋ（ｋ≥０，ｋ∈ＺＺ）次细分后的控制

顶点集，则四点三重插值细分格式定义为：

１９
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ｐｋ＋１３ｉ ＝ｐ
ｋ
ｉ

ｐｋ＋１３ｉ＋１＝ －１１８－
１
６( )μｐｋｉ－１＋ １３１８＋１２( )μｐｋｉ

　　　＋ ７
１８－

１
２( )μｐｋｉ＋１＋ －１１８＋

１
６( )μｐｋｉ＋２

ｐｋ＋１３ｉ＋２＝ －１１８＋
１
６( )μｐｋｉ－１＋ ７

１８－
１
２( )μｐｋｉ

　　　＋ １３１８＋
１
２( )μｐｋｉ＋１＋ －１１８－

１
６( )μｐｋｉ

















＋２

（４）

如何构造出式（４）是一个值得探究的问题．
由四点二重插值细分格式的几何解释启发，我们试

图对式（４）的几何意义进行分析，从而揭示其构造原理．
将式（４）改写为：

ｐｋ＋１３ｉ ＝ｐ
ｋ
ｉ，

ｐｋ＋１３ｉ＋１＝
１３
２０＋

９
２０( )μｐｋｉ＋ ７

２０－
９
２０( )μｐｋｉ( )＋１

　　　＋１９
１３
２０＋

９
２０( )μｐｋｉ＋ ７

２０－
９
２０( )μｐｋｉ( )( ＋１

　　　－ １
２＋

３
２( )μｐｋｉ－１＋ １

２－
３
２( )μｐｋｉ( ) )＋２

ｐｋ＋１３ｉ＋２＝
７
２０－

９
２０( )μｐｋｉ＋ １３２０＋９２０( )μｐｋｉ( )＋１

　　　＋１９
７
２０－

９
２０( )μｐｋｉ＋ １３２０＋９２０( )μｐｋｉ( )( ＋１

　　　－ １
２－

３
２( )μｐｋｉ－１＋ １

２＋
３
２( )μｐｋｉ( ) )























＋２

（５）

给定初始控制顶点集Ｐ０＝｛ｐ０ｊ∈ＲＲ
ｄ ｊ∈ＺＺ｝，对于第

ｋ次细分控制顶点集 Ｐｋ＝｛ｐｋｊ∈ＲＲ
ｄ ｊ∈ＺＺ｝形成的控制

多边形，在 ｐｋｉ和 ｐ
ｋ
ｉ＋１之间插入中间点

１３
２０＋

９
２０( )μｐｋｉ＋

７
２０－

９
２０( )μｐｋｉ＋１和 ７

２０－
９
２０( )μｐｋｉ＋ １３

２０＋
９
２０( )μｐｋｉ＋１，分别

记作 珓ｐｋ４ｉ和 珓ｐｋ４ｉ＋１；在 ｐｋｉ－１和 ｐｋｉ＋２之 间 插 入 中 间 点
１
２＋

３
２( )μｐｋｉ－１ ＋ １

２－
３
２( )μｐｋｉ＋２和 １

２－
３
２( )μｐｋｉ－１ ＋

１
２＋

３
２( )μｐｋｉ＋２，分别记作珓ｐｋ４ｉ－１和珓ｐｋ４ｉ＋２；对珓ｐｋ４ｉ和珓ｐｋ４ｉ＋１分别

添加偏移量 ωｍｋ２ｉ和 ωｍ
ｋ
２ｉ＋１，其中 ｍ

ｋ
２ｉ和 ｍ

ｋ
２ｉ＋１分别为从

珓ｐｋ４ｉ－１到 珓ｐ
ｋ
４ｉ的向量和从 珓ｐ

ｋ
４ｉ＋２到 珓ｐ

ｋ
４ｉ＋１的向量，得到 ｐ

ｋ＋１
３ｉ＋１和

ｐｋ＋１３ｉ＋２，如图２所示．保持 ｐ
ｋ
ｉ不变，记作 ｐ

ｋ＋１
３ｉ ，得到四点三

重插值细分法．
３３　构造混合型三重细分格式

上述四点三重插值细分格式几何意义的分析过程

可以看作格式的构造过程．同时得到了一类带参数的
四点三重插值细分格式如下：

ｐｋ＋１３ｉ ＝ｐ
ｋ
ｉ

ｐｋ＋１３ｉ＋１＝（λｐ
ｋ
ｉ＋（１－λ）ｐ

ｋ
ｉ＋１）＋ω（（λｐ

ｋ
ｉ＋（１－λ）ｐ

ｋ
ｉ＋１）

　　　－（δｐｋｉ－１＋（１－δ）ｐ
ｋ
ｉ＋２））

ｐｋ＋１３ｉ＋２＝（（１－λ）ｐ
ｋ
ｉ＋λｐ

ｋ
ｉ＋１）＋ω（（（１－λ）ｐ

ｋ
ｉ＋λｐ

ｋ
ｉ＋１）

　　　－（（１－δ）ｐｋｉ－１＋δｐ
ｋ
ｉ＋２）













）

即为：

ｐｋ＋１３ｉ ＝ｐ
ｋ
ｉ

ｐｋ＋１３ｉ＋１＝（－ωδ）ｐ
ｋ
ｉ－１＋（λ＋ωλ）ｐ

ｋ
ｉ

　　　＋（１－λ＋ω－ωλ）ｐｋｉ＋１＋（－ω＋ωδ）ｐ
ｋ
ｉ＋２

ｐｋ＋１３ｉ＋２＝（－ω＋ωδ）ｐ
ｋ
ｉ－１＋（１－λ＋ω－ωλ）ｐ

ｋ
ｉ

　　　＋（λ＋ωλ）ｐｋｉ＋１＋（－ωδ）ｐ
ｋ
ｉ＋













２

（６）

进而，将式（６）进行改造使其融合逼近细分．
对ｐｋｉ添加偏移量θｌ

ｋ
ｉ＋ηＬ

ｋ
ｉ，记作珘Ｌ

ｋ
ｉ，其中ｌ

ｋ
ｉ＝（ｐ

ｋ
ｉ－１－

ｐｋｉ）＋（ｐ
ｋ
ｉ＋１－ｐ

ｋ
ｉ），Ｌ

ｋ
ｉ＝ｌ

ｋ
ｉ－１＋ｌ

ｋ
ｉ＋１，得到ｐ

ｋ＋１
３ｉ ，如图３所示．

故式（６）的第一个规则改写为：
　　ｐｋ＋１３ｉ ＝ｐ

ｋ
ｉ＋η（（ｐ

ｋ
ｉ－２－ｐ

ｋ
ｉ－１）＋（ｐ

ｋ
ｉ－ｐ

ｋ
ｉ－１））

＋θ（（ｐｋｉ－１－ｐ
ｋ
ｉ）＋（ｐ

ｋ
ｉ＋１－ｐ

ｋ
ｉ））

＋η（（ｐｋｉ－ｐ
ｋ
ｉ＋１）＋（ｐ

ｋ
ｉ＋２－ｐ

ｋ
ｉ＋１）） （７）

４　混合型三重细分法

４１　混合型三重细分格式
由第３３节可定义混合型三重细分格式如下．
定义１　给定初始控制顶点集 Ｐ０＝｛ｐ０ｉ∈ＲＲ

ｄ｝ｉ∈ＺＺ，

设Ｐｋ＝｛ｐｋｊ∈ＲＲ
ｄ ｊ∈ＺＺ｝为第ｋ（ｋ≥０，ｋ∈ＺＺ）次细分后的

控制顶点集，混合型三重细分格式定义为：

ｐｋ＋１３ｉ ＝ηｐ
ｋ
ｉ－２＋（－２η＋θ）ｐ

ｋ
ｉ－１＋（１＋２η－２θ）ｐ

ｋ
ｉ

　　　＋（－２η＋θ）ｐｋｉ＋１＋ηｐ
ｋ
ｉ＋２

ｐｋ＋１３ｉ＋１＝（－ωδ）ｐ
ｋ
ｉ－１＋（λ＋ωλ）ｐ

ｋ
ｉ

　　　＋（１－λ＋ω－ωλ）ｐｋｉ＋１＋（－ω＋ωδ）ｐ
ｋ
ｉ＋２

ｐｋ＋１３ｉ＋２＝（－ω＋ωδ）ｐ
ｋ
ｉ－１＋（１－λ＋ω－ωλ）ｐ

ｋ
ｉ

　　　＋（λ＋ωλ）ｐｋｉ＋１＋（－ωδ）ｐ
ｋ
ｉ＋















２

（８）

注１　参数η，θ，λ，δ和 ω的取值决定着极限曲线
的形状．特别地，η和 θ控制插值性质，当 η＝０且 θ＝０
时，极限曲线精确通过所有控制顶点，当 η≠０或 θ≠０
时，极限曲线一般不通过控制顶点．ω是张量参数，改变
ω的取值可以调控极限曲线与控制多边形的逼近程度．
λ和δ则决定着每一次细分所生成新点的方位．
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第　１　期 黄丙耀：一类混合型三重细分法

表１　式（８）包含的三重细分格式

参数（η，θ，ω，δ，λ） 细分格式 细分类型 连续性 支撑

０，０，０，０，( )２３ 线性Ｂ样条细分法 插值 Ｃ [０ －３２， ]３２
０，０，－α＋１３，１，

４－６α
４－３( )α Ｈａｓｓａｎ三点细分法［８］ 插值 Ｃ２ ［－２，２］

０，０，１９，
１
２＋

３
２α，

１３
２０＋

９
２０( )α Ｈａｓｓａｎ四点细分法［５］ 插值 Ｃ [２ －５２， ]５２

０，１９，０，０，( )２３ 二次Ｂ样条细分法 逼近 Ｃ１ ［－２，２］

０，４２７，－
１
２７，１，

８( )１３ 三次Ｂ样条细分法 逼近 Ｃ [２ －３２， ]３２
０，５２７，－

２
２７，

５
６，( )３５ 四次Ｂ样条细分法 逼近 Ｃ３ ［－３，３］

０，１９－α，－β－γ，
β
β＋γ

，
２＋３γ－６β
３－３β－３( )γ 四点混合细分法［１４］ 混合 Ｃ [２ －５２， ]５２

０，４２７α，
４（１－α）－１

２７ ，
－２＋（１－α）（５＋３β）
－２＋８（１－α）

，
３２＋（１－α）（７＋９β）
５２＋８（１－α( )）

四点混合细分法［１１］ 混合 Ｃ [２ －５２， ]５２
－α，２α，１９＋２（１－α）β，

５＋８１（１－α）β
９＋１６２（１－α）β

，
６０＋８１（１－α）β
９０＋１６２（１－α）( )β 四点混合细分法［１３］ 混合 Ｃ３ ［－３，３］

　　注２　式（８）将插值细分和逼近细分统一到了一个
格式．当η＝０且 θ＝０时，式（８）为插值型三重细分格
式；当η≠０或θ≠０时，式（８）为逼近型三重细分格式．
较多的参数往往给细分格式带来不确定性，因此，这里

我们分析当给定不同的需求时，通过选取不同的参数

值，式（８）生成不同种类的曲线．表格１列出包含的经
典三重细分格式．其中α，β，γ表示文献中的参数．

４２　混合型三重细分格式的连续性分析
定理 ４　混合型三重细分格式（８）可以达到 Ｃ４

连续．
证明　混合型三重曲线细分格式（８）的掩模为：

ａ＝（…，η，－ω＋ωδ，－ωδ，－２η＋θ，１－λ＋ω－ωλ，
λ＋ωλ，１＋２η－２θ，λ＋ωλ，１－λ＋ω－ωλ，
－２η＋θ，－ωδ，－ω＋ωδ，η，…）
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生成多项式为：

ａ（ｚ）＝ηｚ－６＋（－ω＋ωδ）ｚ－５＋（－ωδ）ｚ－４＋（－２η＋θ）ｚ－３

＋（１－λ＋ω－ωλ）ｚ－２＋（λ＋ωλ）ｚ－１＋（１＋２η
－２θ）＋（λ＋ωλ）ｚ＋（１－λ＋ω－ωλ）ｚ２

＋（－２η＋θ）ｚ３＋（－ωδ）ｚ４＋（－ω＋ωδ）ｚ５＋ηｚ６

易见式（８）的掩模满足式（１），从而由定理２知，式（８）
的一阶差商细分格式 Ｓ１存在且一阶差商细分格式 Ｓ１
的生成多项式为：

ａ（１）（ｚ）＝ ３ｚ
２（１－ｚ）
１－ｚ( )３ ａ（ｚ）＝ ３

ｚ－２＋ｚ－１＋１
ａ（ｚ）

即：

１
３ａ

（１）（ｚ）＝ηｚ－４＋（－ω＋ωδ－η）ｚ－３＋（ω－２ωδ）ｚ－２

＋（－η＋θ＋ωδ）ｚ－１＋（１－λ－ωλ＋ωδ＋η
－θ）＋（－１＋２λ＋２ωλ－２ωδ）ｚ＋（１－λ－ωλ
＋ωδ＋η－θ）ｚ２＋（－η＋θ＋ωδ）ｚ３＋（ω
－２ωδ）ｚ４＋（－ω＋ωδ－η）ｚ５＋ηｚ６

可知一阶差商细分格式Ｓ１的掩模为：
　ａ（１）＝３（…η，－ω＋ωδ－η，ω－２ωδ，－η＋θ＋ωδ，

１－λ－ωλ＋ωδ＋η－θ，－１＋２λ＋２ωλ－２ωδ，
１－λ－ωλ＋ωδ＋η－θ，－η＋θ＋ωδ，ω－２ωδ，
－ω＋ωδ－η，η…）

则当
１
３Ｓ１

!

＝ｍａｘ｛ η ＋ －η＋θ＋ωδ ＋ １＋η

－θ－λ－ωλ＋ωδ ＋ －ω＋ωδ－η ，２ ω－２ωδ ＋
－１＋２λ＋２ωλ－２ωδ｝＜１时，由定理３可知，式（８）

生成的极限曲线是Ｃ０连续的．

同理，当λ＝ １
１＋ω

２
３－ω＋３( )ωδ时，

∑
ｉ∈ＺＺ
ａ（１）３ｉ ＝∑

ｉ∈ＺＺ
ａ（１）３ｉ＋１ ＝∑

ｉ∈ＺＺ
ａ（１）３ｉ＋２ ＝１，

二阶差商细分格式Ｓ２的生成多项式为：
１
９ａ

（２）（ｚ）＝ηｚ－２＋（－２η－ω＋ωδ）ｚ－１＋（η＋２ω－３ωδ）

＋（θ－ω＋３ωδ）ｚ＋ １
３－２θ－２ω( )δｚ２

＋（θ－ω＋３ωδ）ｚ３＋（η＋２ω－３ωδ）ｚ４

＋（－２η－ω＋ωδ）ｚ５＋ηｚ６

可知二阶差商细分格式Ｓ２的掩模为：
ａ（２）＝９（…，η，－２η－ω＋ωδ，η＋２ω－３ωδ，θ－ω＋３ωδ，

１
３－２θ－２ωδ，θ－ω＋３ωδ，η＋２ω－３ωδ，－２η－ω

＋ωδ，η，…）

则当
１
３Ｓ２

!

＝３ｍａｘ｛｜η｜＋｜θ－ω＋３ωδ｜＋｜η＋２ω－

３ωδ｜，２｜－２η－ω＋ωδ｜＋ １
３－２θ－２ωδ ｝＜１时，式

（８）生成的极限曲线是Ｃ１连续的．

当θ＝１９－ω－２η时，

∑
ｉ∈ＺＺ
ａ（２）３ｉ ＝∑

ｉ∈ＺＺ
ａ（２）３ｉ＋１ ＝∑

ｉ∈ＺＺ
ａ（２）３ｉ＋２ ＝１，

三阶差商细分格式Ｓ３的生成多项式为：
１
２７ａ

（３）（ｚ）＝η＋（－３η－ω＋ωδ）ｚ＋（３η＋３ω－４ωδ）ｚ２

＋ １
９－４ω－２η＋６ω( )δｚ３＋（３η＋３ω－４ωδ）ｚ４

＋（－３η－ω＋ωδ）ｚ５＋ηｚ６

可知三阶差商细分格式Ｓ３的掩模为：

ａ（３）＝２７（…η，－３η－ω＋ωδ，３η＋３ω－４ωδ，１９－４ω

－２η＋６ωδ，３η＋３ω－４ωδ，－３η－ω＋ωδ，η，…）

则当
１
３Ｓ３ ＝９ｍａｘ｛２ η ＋ １

９－４ω－２η＋６ωδ ，

－３η－ω＋ωδ ＋ ３η＋３ω－４ωδ｝＜１时，式（８）生
成的极限曲线是Ｃ２连续的．

当δ＝２３－
１
８１ω
时，

∑
ｉ∈ＺＺ
ａ（３）３ｉ ＝∑

ｉ∈ＺＺ
ａ（３）３ｉ＋１ ＝∑

ｉ∈ＺＺ
ａ（３）３ｉ＋２ ＝１，

四阶差商细分格式Ｓ４的生成多项式为：
１
８１ａ

（４）（ｚ）＝ηｚ２＋ －４η－１３ω－
１
８( )１ｚ３＋ ６η＋２３ω＋５８( )１ｚ４

＋ －４η－１３ω－
１
８( )１ｚ５＋ηｚ６

可知四阶差商细分格式Ｓ４的掩模为：

　ａ（４）＝８１（…η，－４η－１３ω－
１
８１，６η＋

２
３ω＋

５
８１，

－４η－１３ω－
１
８１，η，…）

则当
１
３Ｓ４ ＝２７ｍａｘ｛ η ＋ －４η－１３ω－

１
８１ ，

６η＋２３ω＋
５
８１ ｝＜１时，式（８）生成的极限曲线是 Ｃ

３

连续的．

当ω＝－９η－２２７时，

∑
ｉ∈ＺＺ
ａ（４）３ｉ ＝∑

ｉ∈ＺＺ
ａ（４）３ｉ＋１ ＝∑

ｉ∈ＺＺ
ａ（４）３ｉ＋２ ＝１，

五阶差商细分格式Ｓ５的生成多项式为：
１
２４３ａ

（５）（ｚ）＝ηｚ４＋ －２η＋１８( )１ｚ５＋ηｚ６，
可知五阶差商细分格式Ｓ５的掩模为：

ａ（５）＝２４３（…，η，－２η＋１８１，η，…），

则当
１
３Ｓ５ ＝８１ｍａｘ｛ η ， －２η＋１８１ ｝＜１，即０
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＜η＜１８１时，式（８）生成的极限曲线是Ｃ
４连续的．

注３　在混合型三重细分格式（８）中取 θ＝７η＋
５
２７，ω＝－９η－

２
２７，δ＝

２
３＋

１
７２９η＋６

，λ＝１５－２４３η２５－２４３η
时，

得到一种新的五点三重细分格式：

ｐｋ＋１３ｉ ＝ηｐ
ｋ
ｉ－２＋

５
２７＋５( )ηｐｋｉ－１＋ １７２７－１２( )ηｐｋｉ

　　　＋ ５
２７＋５( )ηｐｋｉ＋１＋ηｐｋｉ＋２

ｐｋ＋１３ｉ＋１＝
５
８１＋６( )ηｐｋｉ－１＋ ５

９－９( )ηｐｋｉ＋１０２７ｐｋｉ＋１
　　　＋ １

８１＋３( )ηｐｋｉ＋２
ｐｋ＋１３ｉ＋２＝

１
８１＋３( )ηｐｋｉ－１＋１０２７ｐｋｉ＋ ５

９－９( )ηｐｋｉ＋１
　　　＋ ５

８１＋６( )ηｐｋｉ





















＋２

（９）

当０＜η＜１８１时，式（９）生成的极限曲线是Ｃ
４连续的．

４３　混合型三重细分格式的支撑
定理５　混合型三重细分格式（８）的最大支撑

为６
证明　给定初始控制顶点：

ｐ０ｉ＝
１， ｉ＝０
０， ｉ≠{ ０

（１０）

定义集合 Ｄｋ＝
ｉ
３ｋ
ｉ∈{ }ＺＺ，使得对任意的 ｉ∈ＺＺ，

ｐ ｉ３( )ｋ ＝ｐｋｉ成立．为计算细分格式的支撑，只需计算最
左端和最右端所对应的参数值之间的距离．混合型三
重细分格式（８）为：

　　

ｐｋ＋１３ｉ ＝ａ－６ｐ
ｋ
ｉ－２＋ａ－３ｐ

ｋ
ｉ－１＋ａ０ｐ

ｋ
ｉ＋ａ３ｐ

ｋ
ｉ＋１＋ａ６ｐ

ｋ
ｉ＋２

ｐｋ＋１３ｉ＋１＝ａ－４ｐ
ｋ
ｉ－１＋ａ－１ｐ

ｋ
ｉ＋ａ２ｐ

ｋ
ｉ＋１＋ａ５ｐ

ｋ
ｉ＋２

ｐｋ＋１３ｉ＋２＝ａ－５ｐ
ｋ
ｉ－１＋ａ－２ｐ

ｋ
ｉ＋ａ１ｐ

ｋ
ｉ＋１＋ａ４ｐ

ｋ
ｉ＋

{
２

当ｋ＝０时，由式（１０）可得所有非零控制顶点为：
ｐ１－６，　ｐ

１
－３，　ｐ

１
０，　ｐ

１
３，　ｐ

１
６；

ｐ１－５，　ｐ
１
－２，　ｐ

１
１，　ｐ

１
４；

ｐ１－４，　ｐ
１
－１，　ｐ

１
２，　ｐ

１
５；

最左端的非零控制顶点为 ｐ１－６，所对应的参数值为

－６３；最右端的非零控制顶点为 ｐ
１
６，所对应的参数值

为
６
３．

当ｋ＝１时，最左端的非零控制顶点为 ｐ２－６（１＋３），所

对应的参数值为－６（１＋３）
３２

；最右端的非零控制顶点为

ｐ２６（１＋３），所对应的参数值为
６（１＋３）
３２

．

以此类推，经 ｋ次细分，可得最左端的非零控
制顶 点 为 ｐｋ－６（１＋３＋… ＋３ｋ－１），所 对 应 的 参 数 值 为

－６（１＋３＋…＋３
ｋ－１）

３ｋ
；最右端的非零控制顶点为

ｐｋ６（１＋３＋…＋３ｋ－１），所对应的参数值为
６（１＋３＋…＋３ｋ－１）

３ｋ


因此，混合型三重细分格式（８）的支撑为：

ｌｉｍ
ｋ→!

６（１＋３＋…＋３ｋ－１）
３ｋ

－ －６（１＋３＋…＋３
ｋ－１）

３( )( )ｋ

＝ｌｉｍ
ｋ→!

１２ １３＋
１
３２
＋…＋１

３( )( )ｋ ＝１２

１
３

１－１









３

＝６．

注４　支撑刻画了调节初始控制顶点对极限曲线的
影响范围．在相同连续阶时，三重细分法的支撑比二重细
分法的支撑小．运用２ｎ点插值细分法使得极限曲线达到
Ｃ４连续，则需用十点二重插值细分法，其支撑为１８，而运
用混合型三重细分法生成Ｃ４连续曲线时支撑为６

５　数值实例
　　本文从几何视角出发，设计了一类混合型三重细
分格式，将插值型细分和逼近型细分融为一体．该细分
法生成的极限曲线既能够达到插值细分法生成极限曲

线的效果，也能够达到逼近细分法生成极限曲线的效

果．在给定初始控制多边形的情况下，可以通过参数的
适当选取来实现对极限曲线的形状控制．图４、图５、图
６和图７所示为利用本文方法生成极限曲线的数值
实例．

如图４所示，当初始控制多边形为正方形时参数
η，θ，λ，δ和 ω取不同值对极限曲线形状的影响．其中
图４（ａ）所示的极限曲线完全与控制多边形重合，该极
限曲线对应于参数的如下选取：

η＝０，θ＝０，ω＝０，δ＝０，λ＝２３；

图４（ｂ）所示的极限曲线与控制多边形相切，该极限曲
线对应于参数的如下选取：

η＝０，θ＝１９，ω＝０，δ＝０，λ＝
２
３；

图４（ｃ）所示的极限曲线精确通过控制顶点，该极限曲
线对应于参数的如下选取：

η＝０，θ＝０，ω＝１９，δ＝
７
１１，λ＝

３８
５５；

图４（ｄ）所示的极限曲线逼近控制多项式，该极限曲线
对应于参数的如下选取：

η＝１２４３，θ＝
５２
２４３，ω＝－

１
９，δ＝

７
９，λ＝

７
１２．

５９
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图４说明混合型三重细分格式（８）即可以生成插值型
极限曲线，也可以生成逼近型极限曲线．

如图５所示，给定初始控制多边形图５（ａ）十字形
和图５（ｂ）枕形，混合型三重曲线细分格式（８）当参数
η，θ，λ，δ和 ω取不同值时生成的极限曲线．青色曲线

对应于如下的参数取值：

η＝０，θ＝０，ω＝１９，δ＝
１３
２０，λ＝

１３９
２００；

绿色曲线对应于如下的参数取值：

η＝０，θ＝１１２，ω＝０，δ＝０，λ＝
２
３；

红色曲线对应于如下的参数取值：

η＝０，θ＝５２７，ω＝－
２
２７，δ＝

５
６，λ＝

３
５；

黄色曲线对应于如下的参数取值：

η＝１７２９，θ＝
１４２
７２９，ω＝－

７
８１，δ＝

１７
２１，λ＝

２２
３７．

由图５知，通过参数 η，θ，λ，δ和 ω的适当取值可以实
现对极限曲线的形状控制．

如图６所示，当η＝０，θ＝０，ω＝１９，δ＝
７
１１，λ＝

３８
５５

时，混合型三重细分格式（８）成为插值型细分，与 ＤＤ
四点二重插值细分法进行比较，可见式（８）生成的极限
曲线与控制多边形更紧密，能够保持细节特征．

如图７所示，当 η＝１２４３，θ＝
５２
２４３，ω＝－

１
９，δ＝

７
９，

λ＝７１２时，混合型三重细分格式（８）成为逼近型细分，与

三次Ｂ样条细分法进行比较，可见式（８）生成的极限曲
线更加平滑．

如图８所示，当η＝１２４３时，在不同控制多边形下由

新的五点三重曲线细分格式（９）生成的 Ｃ４连续极限曲
线．图８（ａ）正六边形，图８（ｂ）手形．

６９
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６　结论
　　本文以几何直观为驱动，设计了一类带参数的混
合型三重曲线细分格式，该格式包含了大量已有的插

值型细分格式和逼近型细分格式．提出了一种新的五
点三重曲线细分格式，证明了其极限曲线可以达到 Ｃ４

连续．通过数值实例分析了参数对极限曲线形状的影
响．在未来的工作中，我们将进一步研究混合型细分
法，得到高阶连续和其他优良性质相统一的细分格式，

并把曲线细分推广到曲面细分．
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